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А. Г. ПроНЕВСКиЙ, М. С. ТиВАНоВ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ БЕЗДЕФЕКТНЫХ ОДНОСЛОЙНЫХ 
УГЛЕРОДНЫХ НАНОТРУБОК
Предложена модель двумерной теплопроводности бездефектных однослойных углеродных нанотрубок (ОУНТ), основан-
ная на известной модели теплоемкости Дебая и кинетической модели фононного теплопереноса, отличающаяся учетом длины 
ОУНТ путем уточнения модели Дебая на случай наноразмерных структур и вклада фонон-фононного рассеяния на основании 
формулы Клеменса. Учет длины приводится в контексте параметризации нижней частоты интегрирования в формуле Дебая.
С помощью данной модели установлены зависимости коэффициента двумерной теплопроводности бездефектных ОУНТ 
от их длины и температуры. Обнаружено, что полученные температурные зависимости коэффициента двумерной теплопро-
водности ОУНТ имеют выраженный максимум, положение которого по оси температур незначительно смещается в область 
больших температур при увеличении длины ОУНТ. Данное обстоятельство, в частности, определяет эффективный темпера-
турный интервал использования углеродных нанотрубок (УНТ) как элементов теплоотвода в устройствах наноэлектроники. 
Абсолютное значение максимума зависимости коэффициента двумерной теплопроводности от температуры возрастает при 
увеличении длины ОУНТ, постепенно достигая насыщения. Показаны небольшие отличия между значениями теплопровод-
ности для бездефектных ОУНТ в зависимости от их хиральности («зигзаг», «кресло»).
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The heat conduction model of defect-free SWСNTs was proposed. This model is based on the known Debye’s model for heat 
capacity and on the kinetic model for the phonon heat transfer that takes into account the length of SWСNTs due to redetermining of 
Debye’s model for the case of nanoscale structures and also of the contribution made by phonon-phonon scattering on the basis of Cle-
mens’s formula. The length is considered in the context of parameterization of the lower integration frequency in the Debye formula.
Based on this model, the dependences of the two-dimensional thermal conductivity of defect-free SWCNTs on their length and 
temperature were defined. It was found that the obtained temperature dependences of the two-dimensional thermal conductivity of 
defect-free SWCNTs have an obvious maximum slightly shifted on the temperature axis to higher temperatures with an increase in the 
length of SWCNTs. Particularly this aspect determines the effective temperature interval for the use of CNTs as heat-sink elements in 
nanoelectronic devices. The absolute value of a maximum at the curve for the two-dimensional thermal conductivity as a function of 
temperature is increased with the SWCNT length, gradually reaching saturation. Thermal conductivities for defect-free SWCNTs show 
insignificant differences as a function of their chirality («zigzag» or «armchair»).
Key words: carbon nanotubes; structure; thermal conductivity.
Благодаря хорошей электро- и теплопроводности [1], высоким значениям химической, термической 
и механической стабильности [1, 2] УНТ являются одним из наиболее перспективных объектов нано-
электроники [1–5].
Несмотря на огромный потенциал применения УНТ в области наноэлектроники в составе теплоот-
водящих устройств, известные модели по расчету их коэффициента теплопроводности дают различные 
результаты [6–11], экспериментально определенные значения коэффициента теплопроводности УНТ 
также существенно варьируются [12–14]. Одной из возможных причин такого расхождения является 
некорректное применение трехмерных представлений о теплопроводности и других физических явле-
ний к двумерным структурам [15].
Цель настоящего исследования – разработать модель теплопроводности бездефектных ОУНТ с уче-
том их геометрических параметров и температуры.
Модель теплопроводности бездефектных ОУНТ
Рассматривая ОУНТ как свернутый в цилиндр лист графена – двумерного объекта – будем говорить 
также и о двумерности ОУНТ. Применим к ОУНТ закон Фурье в двумерной форме [15], в котором ко-
эффициент двумерной теплопроводности имеет размерность Вт/К.
Из элементарной теории переноса следует, что коэффициент двумерной теплопроводности можно 
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где v – групповая скорость фононов, так как связана непосредственно с переносом энергии; r – двумер-
ная плотность материала; LB – длина баллистичности – длина свободного пробега фонона; tB – время 
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релаксации фонона (время баллистичности); cV – удельная теплоемкость; C2 – молярная двумерная 
теплоемкость; m = 12 г/моль – молярная (атомная) масса углерода; s2 = r–1 = 2,63 ⋅ 106 м2/кг – удельная 
поверхность [15].
Таким образом, для определения коэффициента двумерной теплопроводности ОУНТ необходимо 
найти выражения для теплоемкости, времени релаксации и групповой скорости.
Для расчета теплоемкости воспользуемся общеизвестной моделью Дебая, рассматривающей только 
акустические длинноволновые фононы, т. е. фононы с линейным законом дисперсии. Поскольку ис-
следуемый объект является наноразмерным, то нижняя граница интегрирования по частоте должна 
быть отлична от нуля ввиду того, что в предельном случае на длине структуры может уместиться одна 
полуволна упругих колебаний, что говорит о зависимости нижней границы интегрирования по частоте 
от длины наноструктуры [16]. Введя такое предположение, мы будем иметь выражение, которое отли-
чается от расчетной формулы, полученной авторами [15], учетом длины рассматриваемой двумерной 
наноструктуры:
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 – введенная по аналогии с QD (температурой Дебая) «минимальная» температура, со-
ответствующая минимально возможной частоте фононов; L – длина ОУНТ; kB – постоянная Больцмана; 
R – универсальная газовая постоянная.
Отметим, что учет конечности длины ОУНТ автоматически приводит к зависимости температуры 
Дебая от длины ОУНТ, которая параметризуется числом атомов на единице длины ОУНТ. Число атомов 
на единице длины N /L определяется геометрией ОУНТ. Так, для ОУНТ типа «зигзаг» и типа «кресло» 






















где d – диаметр ОУНТ; a = 0,142 нм – расстояние между ближайшими атомами в ячейке графена.
При комнатных и более низких температурах в графене и УНТ концентрация свободных носителей 
заряда мала и электрон-фононным рассеянием можно пренебречь по сравнению с фонон-фононным 
рассеянием и рассеянием на дефектах [17, 18]. Поскольку в нашем случае объектом исследования яв-
ляются бездефектные ОУНТ, то время баллистичности tB определяется только фонон-фононным рас-
сеянием.
Для времени баллистичности длинноволнового фонона в графене в Umklapp-процессах с учетом 
трехфононного рассеяния второго порядка Клеменсом методами теории возмущений (для температур, 
много меньших дебаевской, которая для графена составляет порядка 2000 К [19]) было получено сле-
























где g – параметр Грюнайзена; M = 4 ⋅ 10–26 кг – масса элементарной ячейки графена.
Воспользуемся этим выражением применительно к ОУНТ. За параметр Грюнайзена примем зна-
чение g = 1,24, полученное в работе [22], которое является, безусловно, неким усредненным по всем 
фононным ветвям значением, поскольку параметр Грюнайзена для графена, как и групповая скорость, 
имеет дисперсию и различен для разных фононных ветвей [19].
В качестве групповой скорости фононов будем приближенно использовать «дебаевскую» скорость 
<  u  >D (модель упругого континуума), т. е. усредненную по Дебаю скорость звуковых волн (продоль-
ной nL и поперечной nT), определенных для графена в работе [23]:
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Согласно формуле (1) на основе выражения для теплоемкости (2), времени релаксации (3) и скоро-
сти (4) фононов можно рассчитать коэффициент двумерной теплопроводности бездефектных ОУНТ.
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Результаты исследования и их обсуждение
Воспользуемся формулой (1) для оценки зависимости теплопроводности ОУНТ от ее температуры 
и длины.
В рамках кинетической модели фононного теплопереноса можно ожидать наличия максимума на 
графике зависимости коэффициента теплопроводности от температуры. Действительно, повышение 
температуры сопровождается ростом числа фононов, вносящих вклад в теплоперенос, что соответ-
ствует увеличению теплопроводности рассматриваемой структуры. Однако с ростом температуры ин-
тенсифицируется фонон-фононное рассеяние, которое вносит вклад в теплосопротивление (Umklapp-
процессы рассеяния), что соответствует уменьшению теплопроводности. Очевидно, что пик на графике 
зависимости коэффициента теплопроводности от температуры соответствует некоему балансу между 
увеличением теплопроводности за счет роста числа фононов и уменьшением теплопроводности за счет 
интенсификации фонон-фононного рассеяния (без учета рассеяния на электронах и на дефектах ре-
шетки). Другими словами, в рамках данной модели увеличение коэффициента теплопроводности при 
повышении температуры до некоторого значения, а затем уменьшение коэффициента теплопроводно-
сти при дальнейшем росте температуры – вполне ожидаемо. Данное обстоятельство, на наш взгляд, 
определяет эффективный температурный интервал использования УНТ и графена как элементов те-
плоотвода в устройствах наноэлектроники, т. е. температурный интервал, в котором теплопроводность 
рассматриваемых наноструктур максимальна.
Расчетные зависимости коэффициента двумерной теплопроводности ОУНТ типа «зигзаг» и «кресло» 
от температуры при различных длинах нанотрубки приведены на рис. 1. Как и ожидалось, данные за-
висимости имеют пик – суперпозиция процессов увеличения теплопроводности за счет увеличения чис-
ла фононов с ростом температуры и уменьшения теплопроводности за счет интенсификации Umklapp-
процессов рассеяния с увеличением температуры. О таком поведении коэффициента теплопроводности 
сообщалось в работах [6, 7, 12].
Полученные значения согласуются, в частности, с данными из работы [15]. При этом различие 
в теплопроводностях для ОУНТ с хиральностями «кресло» и «зигзаг» крайне мало, поэтому график 
зависимости двумерного коэффициента теплопроводности от температуры построен для ОУНТ типа 
«зигзаг». Например, при температуре 300 К в рамках данной модели для ОУНТ длиной 50 нм типа 
«кресло» коэффициент двумерной теплопроводности равен 2,29 ⋅ 10–7 Вт/К, а для ОУНТ типа «зигзаг» – 
2,35 ⋅ 10–7 Вт/К. В рамках данной модели теплопроводность ОУНТ типа «зигзаг» превышает теплопро-
водности ОУНТ типа «кресло», что согласуется с результатами работ [24–26].
Если в качестве условной толщины рассматриваемых ОУНТ принять расстояние между соседними слоя-
ми в графите, равное 0,34 нм (такой подход предложен, например, в работе [15]), то при температуре 300 К 
Рис. 1. График зависимости коэффициента двумерной теплопроводности 
ОУНТ типа «зигзаг» и «кресло» от температуры при конкретных длинах:
L = 50 нм; L = 10 нм; L = 5 нм
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эквивалентная объемная теплопроводность получается равной 674 Вт/(м · К) для ОУНТ типа «кресло» 
длиной 50 нм и 691 Вт/(м · К) для ОУНТ типа «зигзаг» той же длины. Рассчитанные значения укла-
дываются в интервал возможных значений коэффициента теплопроводности, полученных для ОУНТ 
в работах [6–11].
Расчетные зависимости коэффициента двумерной теплопроводности ОУНТ типа «зигзаг» и «кресло» 
от длины нанотрубки приведены на рис. 2. Из полученных зависимостей следует, что в рамках нашей 
модели при увеличении длины ОУНТ значение коэффициента теплопроводности сначала увеличивается, 
а затем выходит на насыщение при длинах УНТ более 15 нм.
Расчетные зависимости максимального значения коэффициента двумерной теплопроводности рас-
сматриваемых ОУНТ от длины приведены на рис. 3, причем на данном графике также прослеживается 
выход на насыщение. Аналогичные зависимости коэффициента теплопроводности ОУНТ от их длины 
встречаются и в других работах [11, 12, 15, 23].
Рис. 2. График зависимости коэффициента двумерной  
теплопроводности ОУНТ типа «зигзаг» и «кресло» от длины  
при конкретных температурах:
T = 50 К; T = 150 К; T = 300 К; T = 500 К
Рис. 3. График зависимости максимального значения коэффициента дву-
мерной теплопроводности от длины ОУНТ типа «зигзаг» и «кресло»
Вестник БГУ. Сер. 1. 2015. № 1
52
Таким образом, разработана модель теплопроводности бездефектных ОУНТ, в основу которой поло-
жена известная модель теплоемкости Дебая и кинетическая модель фононного теплопереноса, харак-
теризующаяся учетом длины ОУНТ путем уточнения модели Дебая на случай наноразмерных структур 
и вклада фонон-фононного рассеяния в соответствии с формулой Клеменса. С помощью предложенной 
модели установлены зависимости коэффициента двумерной теплопроводности бездефектных ОУНТ от 
их длины и температуры.
Обнаружено, что установленные температурные зависимости коэффициента двумерной тепло-
проводности ОУНТ имеют выраженный максимум, положение которого незначительно смещается 
в область больших температур при увеличении длины ОУНТ. Абсолютное значение максимума 
зависимости коэффициента двумерной теплопроводности от температуры возрастает при увели-
чении длины ОУНТ, постепенно достигая насыщения. Показаны небольшие различия между зна-
чениями теплопроводности для бездефектных ОУНТ в зависимости от их хиральности («зигзаг», 
«кресло»).
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